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Soleume  3  -  Eeuaeiones  Diferenciales 

1.  Una  definition  de  la  funcion  Gamma  esta  dada  por  la  integral  impropia  T  (a)  =  J0°°  ta~1e~tdt ,  a  >  0. 

a)  [0,  5  Ptos]Demuestre  que  T  (a  +  1)  =  aU  (a) 

b)  [0,  5  Ptos]Demuestre  que  £{i“}  =*  •  a  >  —  1 

c)  [0,  5Ptos]Use  el  hecho  de  que  T  (i)  =  yfn  para  encontrar  £  ji? 

Solution: 
a) 

pOO 


Donde: 


b) 


P(a  +  1)=  [ 

Jo 

pOO 

Jo 


e  ldt  = 


=  oU  (a) 


u  =  ta  =>  du  =  crfa  1dt 


dv  =  e  tdt  =>  v  =  —  e 


-tQe"4  — y  0 


poo  poo 

){ta}=J  e~sttadt  =  j  e~z 

/0°°  e~zzadz  r  (a  +  1) 


“  dz 
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Donde: 


c) 


z  =  st  =>  dz  =  sdt 


r(5  +  1)  5r(s) 


S2+1 
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2.  [l,5Ptos]La  ecuacion  de  la  c.urva  elastica  y  =  y  (x)  para  la  viga  mostrada  en  la  figura  se  obtiene  de  la 
ecuacion  diferencial  de  segundo  orden 

Ely "  =  800a;  -  2400  -  200^  (a;  -  2)  (x  -  2)2  ,  y  (0)  =  y'  (0)  =  0 

Donde  I  es  el  momento  de  inercia  de  la  seccion  transversal  de  la  viga,  respecto  del  eje  neutro  y  E  es  el 
modulo  de  elasticidad  del  material  de  la  viga  (modulo  de  Young). 


400  N/m 


A3=*= 

^  2m  ■> 


V  V  'f 


Determine  la  expresion  para  Ely. 

Solucion: 

Ely"  =  800a;  -  2400  -  200^  {x  -  2)  (x  -  2)2 
Aplicamos  la  transformada  de  Laplace: 

El  [S2£  {y}  -  sy  (0)  -  y'(0)]  =  ^  -  200e-2*£  {x2} 


El  [s2£M]  = 


800  2400  2!  x  200e“ 


^Trx  .  .  800  2400  400e_2s  .  n  „  , 

EIZ  {y}  =  — - - - - —  [0, 8  Ptos.] 


Ely  = 
Ely  = 


800a;3  2400a:2  400"^  (a;  -  2)  (a;  -  2)4 


3!  2!  4! 

800a;3  2400a;2  50^  (x  -  2)  (x  -  2)4 

~6  2  3 


400x3  „„„  2  50^(x-2)(x-2)4  „  ,  r„  „  „ 

Ely  =  — - -  1200x2  - - - ,  0  <  x  <  4to  [0,  7  Ptos.] 
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3.  a)  [0,  7Ptos]Calcule  la  transformada  de  Laplace  de  la  siguiente  funcion: 


cos  (At)  ,  0  <  t  <  TT 

0  ,  t,  >  TT 


b ) 


[0, 8Ptos]LTse  la  transformada  de  Laplace  para  encontrar  la  solution  del  siguiente  problema  de  valor 
initial 


y"  +  16y  =  f  (t) ,  y  (0)  =  0,  y'(0)  =  l 

Solution: 

a) 

/(t)  =  |c°^4^  ’  °“^7r  <s>  /  (t)  =  {W{t)  -  W{t  -  tt))  cos  (At)  [0, 3  Ptds.J 

/  (t)  =  %  ( t )  cos  (4t)  —  ^(t  —  7r)  cos  (4  (t  —  7r)  +  47t) 

£{/(*)}  =  2  *  ■  —  e_7rs£  {cos  4  (t  +  7r)}  = 

sz  +  16 

£{/(!)}  =  S  —  e_7rs£  {cos  (At)  cos  (At:)  —  sen  (At)  sen  (47t)}  = 
s2  +  16 


£  {/  ( t )}  =  -  e— £  {cos  (At)}  = 

s2  +  16 


r  s  e  ™s 

£{f(t)}=  2  1r  2  ir 
+  16  +  16 

[0,4  Ptos.] 

b)  Aplicamos  la  transformada  de  Laplace: 


s2£  M  -  sy  (0)  -  y'  (0)  +  16£  {y}  =  £  {/  (t)} 


e2 


£  {y}  (s2  + 16)  =  l  + 

1  S 


s 2  +  16  s2  +  16 

e~nss 

- 2  [0, 5  Ptos.] 


S2  +  16  (s2  +  16)2  (s2  +  16) 

£  {y}  =  £  {  ^sen  (4 1)  +  ^sen  —  7r)  (t  —  7 r)  sen4  (t  —  tt) 


Entonces: 


y(t)  =  ^-sen  (At)  +  ^sen  (t  —  n)  ((t  —  tt)  sen4  (t  —  tt))  t>  0  [0, 3  Ptos. 


Donde: 


(s2  +  16)2  s2  +  16  s2  +  16 


=  £ 


J  sen4  (t  —  z)  cos  (Az)  dz|  = 


=  -£  -j  j  [sen  (At)  +  sen  (At  —  82)]  dz\  = 


=  + 


zsen  (At)  +  ^  cos  (4t  —  82) 


If  ,  1  1  .  {  f  teen  (4t) 

=  -£  jtsen  (At)  +  -  cos  (At)  -  -  cos  (At)  j  =  £  | - - - 
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4.  a)  [0,  7Ptos]Halle  la  funcion  /  dada  por  la  ecuacion 


f(t)  =  cost+  [  e  Zf(t  —  z)dz 

Jo 


b)  [0, 8Ptos]Resuelva  la  ecuacion 


y"-2y'  =  S(t-2),  y  (0)  =  0,  y'  (0)  =  1 


Solucion: 


Aplicamos  la  transformada  de  Laplace: 


£{/(*)}  =  +AT  +  “XT'2  {/(*)>  [0, 3  Ptos.] 

5^  +  1  5+1 


£{/(*)}  ( i- 


5  +  1  /  52  +  1 


5  +  1  7  52  +  1 


£{/(*)} 


Luego: 


5  +  1 

£  {  f  (t)}  =  —5 - =  £  {cos  t  +  sent} 

s2  +  1 


/  (t)  =  cost  +  sent,  t  >  0  [0,4  Ptos.] 


y" -2y'  =6(t-2),  2/(0)  =  0,  y' (0)  =  1 
Aplicamos  la  transformada  de  Laplace: 

s2£  {y}  -  sy  (0)  -  y'  (0)  -  2s£  {y}  +  2 y  (0)  =  £  {<5  (t  -  2)} 
s2£{y}-l-2S£{y}=e-2s 
£  {2/}  («2  -  2s)  =  1  +  e“2s 


Luego: 


Donde: 


1  e  2s 

£M  =  ^2)+^2)  [°’4Pt°S-] 


{|  (e2‘  -  1)  +  -  2)|  (e2(‘-2) 


y(t)  =  ^  (e2*  -  l)  +  % (t  -  2)  i  (e2(t  2)  -  1)  ,  t  >  0  [0,4  Ptos.] 


'(« -2) 


p2«  t  1 

*dz=  —  |  =  -  (e2t  -  1) 

2  0  2  '  ’ 
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